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Assessment of mathematical models for estimating the incubation period  
of Puccinia recondita f. sp. tritici

Ocena wiarygodności modeli matematycznych do szacowania długości 
okresu inkubacji Puccinia recondita f. sp. tritici
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Summary
The aim of the study was to compare the results of computer simulations carried out using two mathematical models developed for 

estimating the length of the incubation period of Puccinia recondita f. sp. tritici, the perpetrator of the leaf rust in wheat. Both models 
were developed using the exponential function based on the results of experiments carried out in 2013–2015. Model 1 determines the 
length of the incubation period based on average daily air temperatures, while model 2 based on temperature values   recorded in an 
hourly interval. The reliability of the models was assessed by comparing the simulation results with the actual dates of onset of disease 
symptoms on plants inoculated in the experiments carried out in 2016–2018. The results of computer simulations using the developed 
models were similar with the actual dates of onset of disease symptoms. Slightly better results were obtained for the model determining 
the length of the incubation period based on the value of temperature recorded in the hourly interval.
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Streszczenie 
Celem pracy było porównanie wyników symulacji komputerowych prowadzonych z zastosowaniem dwóch modeli matematycznych 

opracowanych z przeznaczeniem do szacowania długości okresu inkubacji Puccinia recondita f. sp. tritici sprawcy rdzy brunatnej pszenicy. 
Oba modele opracowano z wykorzystaniem funkcji wykładniczej na podstawie wyników doświadczeń prowadzonych w latach 2013–2015. 
Pierwszy model wyznacza długość okresu inkubacji na podstawie średnich dobowych temperatur powietrza, a drugi w oparciu o wartości 
temperatury rejestrowane w interwale godzinowym. Ocenę wiarygodności modeli przeprowadzono przez  porównanie wyników symula-
cji z rzeczywistymi terminami wystąpienia objawów chorobowych na roślinach poddanych inokulacji w doświadczeniach realizowanych 
w latach 2016–2018. Wyniki symulacji komputerowych z zastosowaniem opracowanych modeli były zbliżone do rzeczywistych terminów 
wystąpienia objawów chorobowych. Nieznacznie wiarygodniejsze wyniki uzyskano dla modelu wyznaczającego długość okresu inkubacji 
na podstawie wartości temperatury rejestrowanej w interwale godzinowym.
Słowa kluczowe: Puccinia recondita, pszenica, okres inkubacji, model
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Wstęp / Introduction

Modele matematyczne są formalizacją mechanizmów 
występujących w świecie rzeczywistym (Mądry i wsp. 
1999). Nie umożliwiają jednakże pełnego odwzorowania 
rzeczywistości. Pozwalają jedynie na przedstawienie rze-
czywistości w sposób uproszczony (Kranz 1974). Pomimo 
to znajdują powszechne zastosowanie w różnorodnych dzie-
dzinach nauki. W fitopatologii również są często używane 
zwłaszcza jako narzędzia do charakterystyki epifitoz (Ar-
neson 2011; Stevenson i Jeger 2015; Madden i wsp. 2017). 
Przy realizacji tego celu wykorzystuje się zazwyczaj tzw. 
modele wzrostu „growth models”, wśród których do naj-
popularniejszych zaliczane są monomolekularny, wykład-
niczy, logistyczny i Gompertza. Model monomolekularny 
nadaje się przede wszystkim do opisu epifitoz monocy-
klicznych, a pozostałe znajdują zastosowanie w modelowa-
niu epifitoz policyklicznych, z tym że model wykładniczy 
dobrze odwzorowuje jedynie jej początkową fazę (Jeger 
2004; Contreras-Medina i wsp. 2009). Przegląd literatury 
poświęconej zagadnieniu modelowania matematycznego 
w dziedzinie fitopatologii dostarcza również licznych przy-
kładów wykorzystania modeli do opisywania poszczegól-
nych etapów procesu chorobowego (Carisse i wsp. 2000; 
Dalla Pria i wsp. 2006; Gamliel-Atinsky i wsp. 2009; Wa-
keham i Kennedy 2010; Launay i wsp. 2014).

Kluczowym zagadnieniem w badaniach nad modelowa-
niem zjawisk i procesów jest sprawdzenie wiarygodności 
opra cowanych modeli. Polega to na porównaniu wyników 
symulacji przeprowadzonych z zastosowaniem modelu 
z wynikami obserwacji przeprowadzonymi na docelowej po-
pulacji warunków środowiskowych, to znaczy innej niż ta, 
z której obserwacje wykorzystano do opracowania modelu 
(Mądry i wsp. 1999). Zgodnie z tym zaleceniem realizacja 
celu pracy, jakim było sprawdzenie wiarygodności modeli in-
kubacji sprawcy rdzy brunatnej pszenicy opracowanych z wy-
ko rzystaniem danych zgromadzonych w latach 2013–2015 
polegała na porównaniu wyników symulacji z wynikami ob-
serwacji przeprowadzonych w latach 2016–2018.

Materiały i metody / Materials and methods

Badania przeprowadzono z zastosowaniem dwóch mo-
deli okresu inkubacji sprawcy rdzy brunatnej pszenicy. 
Pierwszy, opracowany w oparciu o wyniki eksperymen-
tów realizowanych w latach 2013–2015 (Wójtowicz i wsp. 
2020), wyznacza długość okresu inkubacji na podstawie 
średnich dobowych temperatur powietrza. Drugi jest efek-
tem przekształcenia pierwszego do postaci umożliwiającej 
szacowanie okresu inkubacji na podstawie temperatury re-
jestrowanej w interwale godzinowym. Przy wyborze funk-
cji do opisania zależności między analizowanymi parame-
trami wzorowano się na publikacji Behlau i wsp. (2017), 
którzy zastosowali takie równanie do oceny wpływu miedzi 

na powierzchnię pod krzywą nasilenia raka cytrusów oraz 
na liczbę owoców pomarańczy porażonych przez Xantho-
monas citri subsp. citri. Zależność pomiędzy temperaturą 
a długością okresu inkubacji w obu zastosowanych mode-
lach opisano w następujący sposób:

Id = 5,992963 + exp(3,20964 + 0,15866 × Td)

Ih = 154,5047 + exp(6,50638 – 0,17310 × Th)

gdzie:
Id  – okres inkubacji Puccinia recondita [dni],
Ih  – okres inkubacji Puccinia recondita [godziny],
Td – temperatura dobowa [°C],
Th – temperatura zmierzona w interwale godzinowym [°C].

Na potrzeby symulacji komputerowych opracowane 
modele [Id, Ih] przekształcono do postaci 1/Id oraz 1/Ih. W tej 
formie, na podstawie temperatury, modele umożliwiają wy-
znaczenie terminów wystąpienia objawów chorobowych. 
Realizacja tego zadania polegała na dodawaniu w interwale 
dobowym kolejnych wartości 1/Id (z wykorzystaniem mo-
delu pierwszego) oraz w interwale godzinowym kolejnych 
wartości 1/Ih (z wykorzystaniem modelu drugiego) od dnia 
inokulacji do dnia, w którym suma obliczeń osiągała lub 
przekraczała wartość równą jedności. 

Ocenę wiarygodności opracowanych modeli przepro-
wadzono przez porównanie wyników symulacji z rzeczy-
wistymi terminami wystąpienia objawów chorobowych. Do 
badań wybrano odmianę Turnia o podatności 6,9 (Gacek 
2013). Dziesięciodniowe siewki pszenicy tej odmiany in-
okulowano zawiesiną urediniospor Puccini recondita f. sp. 
tritici, a następnie przetrzymywano w temperaturze 15°C 
w workach foliowych gwarantujących zwilżenie liści nie-
zbędne dla efektywnej infekcji. Koncentracja urediniospor 
w zastosowanym inokulum wynosiła 3,9 × 105 zarodników/
ml. Po 24 godzinach od inokulacji wyjmowano rośliny 
z worków foliowych, przenoszono do warunków polowych 
i poddawano codziennej obserwacji kontynuowanej do dnia 
wystąpienia pierwszych urediniów. Badania prowadzono 
w latach 2016 –2018. Liczba doświadczeń realizowanych 
w latach 2016, 2017 i 2018 wynosiła odpowiednio: 22, 
21 i 22. Wszystkie eksperymenty przeprowadzono w 3 po-
wtórzeniach. Za każdym razem do 3 doniczek o średnicy 
10 cm wysiewano po 60 ziarniaków pszenicy. Dane mete-
orologiczne niezbędne do oceny wiarygodności modeli, po-
brano ze strony internetowej dostępnej pod adresem https://
weather.gladstonefamily.net/site/EPPO.

Wiarygodność zaproponowanych modeli oceniono 
z zastosowaniem modułu „estymacja nieliniowa” dostęp-
nego w pakiecie STATISTICA 12 na podstawie wartości 
współczynników determinacji R2 funkcji liniowych opisują-
cych związek symulowanych i obserwowanych okresów in-
kubacji oraz z zastosowaniem diagramu Taylora na podsta-
wie odległości pomiędzy punktem przedstawiajacm wyniki 
obserwacji i punktami przedstawiającymi wyniki działania 
analizowanych modeli  (Taylor 2001).
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Wyniki i dyskusja / Results and discussion

W 2016 roku długość okresu inkubacji P. recondita 
mieściła się w zakresie 6–13 dni (tab. 1). W marcu i kwiet-
niu objawy chorobowe wystąpiły odpowiednio 12–13 oraz 
11–13 dni po inokulacji. W maju i czerwcu okres inkubacji 
sprawcy rdzy brunatnej wynosił odpowiednio: 7–11 oraz 
7–8 dni. W lipcu i sierpniu odnotowano skrócenie inkubacji 
do 7 dni, a we wrześniu objawy rdzy wystąpiły 6–8 dni po 
inokulacji.

W 2017 roku liczba dni od inokulacji do wystąpie-
nia objawów chorobowych wynosiła od 6 do 16 (tab. 2). 
W marcu okres inkubacji zawierał się w zakresie 12–16, 
a w kwietniu 14–15 dni. W maju objawy rdzy odnotowano 
7–9, a w czerwcu 7–8 dni po inokulacji. W lipcu okres inku-
bacji wynosił 6–7, w sierpniu 6, a we wrześniu 9–12 dni.

W 2018 roku długość okresu inkubacji P. recondita za-
wierała się w przedziale 6–13 dni (tab. 3). W kwietniu licz-

ba dni od inokulacji do wystąpienia objawów rdzy brunatnej 
wynosiła 8–11 dni, a w maju i czerwcu odpowiednio 6–7 
i 6–8 dni. W lipcu objawy choroby odnotowano 6–7 dni po 
inokulacji, we wrześniu liczba dni od inokulacji do wystą-
pienia objawów rdzy brunatnej zawierała się w przedziale 
7–12, a w październiku w przedziale 8–13. 

Terminy wystąpienia objawów rdzy brunatnej pokrywa-
ły się z wynikami symulacji komputerowych lub nieznacz-
nie od nich odbiegały (tab. 1–3). 

Całkowitą zgodność symulacji prowadzonych z zastoso-
waniem modelu 1 z wynikami obserwacji odnotowano trzy-
dziestodwukrotnie (49%). Jeden dzień różnicy stwierdzono 
dziewiętnastokrotnie (29%), a dwa dni różnicy siedmiokrot-
nie (11%). Również siedmiokrotnie (11%) odnotowano trzy 
dni różnicy pomiędzy wynikami symulacji i obserwacji. 
Zastosowanie modelu 2 skutkowało nieznacznymi zmia-
nami uzyskanych wyników. W tym przypadku całkowitą 
zgodność symulacji z  wynikami obserwacji odnotowano 

Tabela 1. Porównanie terminów rzeczywistego wystąpienia objawów rdzy brunatnej pszenicy w 2016 roku z wynikami symulacji 
przeprowadzonych z zastosowaniem zaproponowanych modeli 

Table 1.  Comparison of observed occurrence of leaf rust symptoms in 2016 with the results of simulations carried out using the models 
proposed

Lp.
No.

Data inokulacji  
180 roślin

Date of inoculation 
180 plants

Rzeczywisty okres 
inkubacji

[dni]
Observed  

incubation period
[days]

Model 1 Model 2
symulowany okres 

inkubacji [dni]
simulated 

incubation period
[days]

niezgodność
[dni]

incompatibility
[days]

symulowany okres 
inkubacji [dni]

simulated 
incubation period

[days]

niezgodność
[dni]

incompatibility
[days]

1. 23.03.2016 13 12 –1 12 –1
2. 30.03.2016 12 10 –2 10 –2
3. 06.04.2016 12 10 –2 11 –1
4. 14.04.2016 13 12 –1 13 0
5. 21.04.2016 13 12 –1 12 –1
6. 28.04.2016 11 9 –2 9 –2
7. 05.05.2016 7 7 0 8 1
8. 12.05.2016 11 9 –2 9 –2
9. 18.05.2016 7 7 0 7 0
10. 02.06.2016 7 7 0 7 0
11. 09.06.2016 8 7 –1 8 0
12. 16.06.2016 8 7 –1 7 –1
13. 23.06.2016 7 7 0 7 0
14. 30.06.2016 8 7 –1 7 –1
15. 07.07.2016 7 7 0 7 0
16. 14.07.2016 7 7 0 7 0
17. 19.07.2016 7 7 0 7 0
18. 28.07.2016 7 7 0 7 0
19. 03.08.2016 7 7 0 8 1
20. 06.09.2016 6 7 1 7 1
21. 15.09.2016 8 8 0 8 0
22. 22.09.2016 8 8 0 8 0
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Wartości parametrów statystycznych równań opisują-
cych zgodność pomiędzy rzeczywistym  i symulowanym 
okresem inkubacji zebrano w tabeli 4.

Na podstawie wyników eksperymentów przeprowadzo-
nych w latach 2016–2018 wykazano dużą zbieżność rzeczy-
wistych i symulowanych terminów wystąpienia objawów 
rdzy brunatnej pszenicy. W następstwie zastosowania mo-
delu 1 odnotowano 78% symulacji komputerowych, których 
wyniki pokrywały się z wynikami obserwacji lub różniły się 
od nich nie więcej niż o jeden dzień. Jeszcze lepsze rezultaty 
uzyskano po zastosowaniu modelu 2, kiedy liczba symulacji 
nieróżniących się od wyników obserwacji więcej niż jeden 
dzień osiągnęła wartość 83%. Potwierdzeniem przewagi mo-
delu 2 nad modelem 1 w szacowaniu długości okresu inku-
bacji są wyniki uzyskane z zastosowaniem diagramu Taylora 
(rys. 2). Diagram Taylora (Taylor 2001) umożliwia graficzne 
przedstawienie zgodności wyników symulacji z wynikami 

trzydziestokrotnie (46%). Jeden dzień różnicy stwierdzono 
dwudziestoczterokrotnie (37%), a dwa dni różnicy ośmio-
krotnie (12%). Natomiast trzydniowe różnice wystąpiły 
trzykrotnie (4%). 

Przedstawiona graficznie na rysunku 1. relacja pomię-
dzy rzeczywistym i symulowanym okresem inkubacji zo-
stała wyrażona w formie następujących równań:

RI = 1,4344 × SI[d] – 2,9375 (R2 = 0,88)

RI = 1,3509 × SI[h] – 2,6972 (R2 = 0,88) 
gdzie: 
RI – rzeczywisty okres inkubacji,
SI[d] – okres inkubacji symulowany z zastosowaniem modelu 
1 na podstawie średnich dobowych temperatur powietrza,
SI[h] – okres inkubacji  symulowany z zastosowaniem mo-
delu 2 na podstawie temperatury powietrza rejestrowanej 
w interwale godzinowym.

Tabela 2. Porównanie terminów rzeczywistego wystąpienia objawów rdzy brunatnej pszenicy w 2017 roku z wynikami symulacji 
przeprowadzonych z zastosowaniem zaproponowanych modeli 

Table 2.  Comparison of observed occurrence of leaf rust symptoms in 2017 with the results of simulations carried out using the models 
proposed

Lp.
No.

Data inokulacji  
180 roślin

Date of inoculation  
180 plants

Rzeczywisy okres 
inkubacji

[dni]
Observed 

incubation period
[days]

Model 1 Model 2

symulowany okres 
inkubacji [dni]

simulated 
incubation period

[days]

niezgodność
[dni]

incompatibility
[days]

symulowany okres 
inkubacji [dni]

simulated 
incubation period

[days]

niezgodność
[dni]

incompatibility
[days]

1. 13.03.2017 16 13 –3 14 –2
2. 22.03.2017 12 10 –2 11 –1
3. 29.03.2017 12 9 –3 10 –2
4. 20.04.2017 15 12 –3 12 –3
5. 27.04.2017 14 11 –3 12 –2
6. 08.05.2017 9 9 0 9 0
7. 15.05.2017 7 7 0 8 1
8. 25.05.2017 7 7 0 7 0
9. 01.06.2017 7 7 0 8 1
10. 06.06.2017 7 7 0 7 0
11. 12.06.2017 8 7 –1 8 0
12. 19.06.2017 7 7 0 7 0
13. 29.06.2017 8 7 –1 8 0
14. 06.07.2017 7 7 0 7 0
15. 12.07.2017 7 7 0 7 0
16. 20.07.2017 7 7 0 7 0
17. 26.07.2017 6 7 1 7 1
18. 02.08.2017 6 7 1 7 1
19. 13.09.2017 9 9 0 9 0
20. 20.09.2017 9 8 –1 9 0
21. 27.09.2017 12 9 –3 10 –2
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Przedstawione w niniejszej pracy wyniki są zgodne 
z prezentowanymi wcześniej rezultatami badań podejmu-
jącymi tematykę wpływu temperatury na rozwój patoge-
nów (Hong i Fitt 1996; Xu 1996, 1999; Becktell i wsp. 
2005; Ghini i wsp. 2011; Leclerc i wsp. 2014). Wymienieni 
autorzy zgodnie wskazują na kluczową rolę temperatury 

obserwacji na podstawie trzech miar charakteryzujących ja-
kość modelu: korelacji Pearsona, średniego błędu kwadra-
towego i odchylenia standardowego. Im mniejsza odległość 
pomiędzy punktem charakteryzującym wyniki działania mo-
delu a punktem charakteryzującym wyniki obserwacji, tym 
model trafniej odzwierciedla rzeczywistość. 

Tabela 3. Porównanie terminów rzeczywistego wystąpienia objawów rdzy brunatnej pszenicy w 2018 roku z wynikami symulacji 
przeprowadzonych z zastosowaniem zaproponowanych modeli 

Table 3.  Comparison of observed occurrence of leaf rust symptoms in 2018 with the results of simulations carried out using the models 
proposed

Lp.
No.

Data inokulacji  
180 roślin

Date of inoculation  
180 plants

Rzeczywisy okres 
inkubacji

[dni]
Observed 

incubation period
[days]

Model 1 Model 2
symulowany okres 

inkubacji [dni]
simulated 

incubation period
[days]

niezgodność
[dni]

incompatibility
[days]

symulowany okres 
inkubacji [dni]

simulated 
incubation period

[days]

niezgodność
[dni]

incompatibility
[days]

1. 09.04.2018 8 8 0 8 0
2. 19.04.2018 8 9 1 9 1
3. 26.04.2018 11 8 –3 8 –3
4. 07.05.2018 7 7 0 7 0
5. 21.05.2018 7 7 0 7 0
6. 28.05.2018 6 6 0 7 1
7. 05.06.2018 6 7 1 7 1
8. 14.06.2018 6 7 1 7 1
9. 21.06.2018 8 8 0 8 0
10. 26.06.2018 7 7 0 7 0
11. 03.07.2018 6 7 1 7 1
12. 10.07.2018 7 7 0 7 0
13. 18.07.2018 6 7 1 7 1
14. 24.07.2018 6 6 0 7 1
15. 31.07.2018 7 6 –1 7 0
16. 12.09.2018 7 7 0 8 1
17. 19.09.2018 12 9 –3 9 –3
18. 26.09.2018 12 10 –2 10 –2
19. 03.10.2018 9 9 0 9 0
20. 10.10.2018 8 8 0 9 1
21. 16.10.2018 13 11 –2 12 –1
22. 24.10.2018 12 11 –1 11 –1

Tabela 4. Parametry równań opisujących zgodność wyników symulacji i obserwacji okresu inkubacji sprawcy rdzy brunatnej pszenicy 
Table 4.  Parameters of the equation representing exact agreement between observed and simulated latency period of wheat leaf rust 

Model Równanie
Equation

Parametry statystyczne
Values of statistical parameters

p
przesunięcie

intercept
nachylenie

slope R2

1 y = 1,4344x – 2,9375 0,000002 0,000000 0,88
2 y = 1,3509x – 2,6972 0,000006 0,000000 0,88
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w modyfikacji długości okresu inkubacji. Udowodniona 
na podstawie przytoczonych wyników pozytywna ocena 
wiarygodności opracowanych modeli stanowi potwierdze-
nie badań realizowanych w latach 2010–2011 (Wójtowicz 
2012) i 2013–2015 (Wójtowicz i wsp. 2017), w których 
również wykazano z zastosowaniem funkcji wykładniczej 

możliwość wiarygodnego szacowania terminu wystąpienia 
objawów rdzy brunatnej pszenicy na podstawie tempera-
tury. Zastosowanie innych funkcji do szacowania długości 
okresu inkubacji na podstawie temperatury podejmowane 
było również z sukcesem. Karolewski i wsp. (2002) w bada-
niach nad cylindrosporiozą zastosowali funkcję logistyczną, 
a Räder (2007) oraz Räder i wsp. (2007) do szacowania ter-
minu wystąpienia objawów rdzy brunatnej na życie zasto-
sowali zmodyfikowaną wersję funkcji beta. Z kolei Becktell 
i wsp. (2005) w badaniach nad porażeniem petunii przez 
Phytophthora infestans zastosowali funkcję wielomiano-
wą drugiego stopnia. Takie rozwiązanie można odnaleźć 
również w doniesieniach na temat infekcji truskawki przez 
Colletotrichum spp. (King i wsp. 1997) oraz rododendronu 
przez Thekopsora minima (Pfister i wsp. 2004).

Większa zgodność wyników obserwacji z wynikami sy-
mulacji przeprowadzonych w oparciu o wartości tempera-
tury rejestrowanej w interwale godzinowym w porównaniu 
z symulacjami prowadzonymi na podstawie średnich war-
tości temperatury dobowej, wskazuje na możliwości zwięk-
szenia wiarygodności modeli i stanowi przyczynek do prze-
prowadzenia szerszych badań w tym zakresie. Literatura 
do tycząca modelowania patogenów nie obfituje bowiem 
w liczne przykłady umożliwiające rozstrzygnięcie tej kwestii. 

Wnioski / Conclusions

1. Uzyskane wyniki pozwalają na pozytywną ocenę wia-
rygodności opracowanych modeli, przeznaczonych do 
szacowania na podstawie temperatury długości okresu 
inkubacji P. recondita f. sp. tritici.

2.  Udowodniona na podstawie wyników przeprowadzo-
nych doświadczeń duża wiarygodność opracowanych 
modeli, wskazuje na możliwości zastosowania ich do 
szacowania wpływu przewidywanych zmian klimatu na 
zagrożenie pszenicy przez P. recondita f. sp. tritici.

Rys. 1. Zgodność rzeczywistego i symulowanego okresu inkubacji Puccinia recondita pszenicy
Fig. 1.  Comparison of observed and simulated incubation period of Puccinia recondita

Rys. 2. Diagram Taylora ilustrujący statystyki uzyskane z porówna-
nia wyników obserwacji i symulacji  uzyskanych z zastoso-
waniem dwóch modeli okresu inkubacji. Model 1 wyznacza 
długość okresu inkubacji na podstawie średnich dobowych 
temperatur powietrza, a model 2  w oparciu o wartości tem-
peratury rejestrowane w interwale godzinowym

Fig. 2. Taylor diagram illustrating the statistics obtained on com-
paring observed values and estimates produced by two 
models of incubation period. Model 1 determines the 
length of the incubation period based on average daily air 
temperatures, and model 2 based on temperature values re-
corded in an hourly interval
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